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Introduction

L’intérét des nombres premiers dans toute ’histoire des mathématiques est indéniable. De nombreuses
questions sont donc apparues sur eux. Cela dit, rappelons ce qu’est un nombre premier :

Définition 1

Soit A un anneau et p un élément de A non nul.

On dit que p est premier s’il n'est pas inversible et si l'idéal engendré par p dans A, (p), est premier.
Autrement dit, si p divise un produit ab, avec a,b € A, alors p divise a ou p divise b.

Une des questions qui va nous intéresser est : est-ce qu'un polynéme a coefficients entiers non constant,
évalué sur N, peut ne donner que des valeurs premiéres ? Cette question se révélera vaine comme le montre
le théoréme suivant :

Théoréme 1
Soit f € Z|X], avec deg(f) > 0. Alors il existe une infinité d’entiers n tels que f(n) n’est pas un nombre
premier.

Démonstration : Supposons qu’il existe ng > 1 tel que f(ng) = p un nombre premier. Puisque HIE lf(n)] = +o0,
n—-+oo

il existe ny > 1, tel que si n > n; alors |f(n)| > p. Prenons h tel que ng + ph > nq, ce qui est possible
puisque R est archimédien. Alors |f(ng + ph)| > p, mais f(ng + ph) = f(no) + pk = pk’, k, k' € Z. Donc
f(ng + ph) est composé. O

Cette question étant résolue, nous allons donc réduire un peu nos attentes. Nous allons plutét nous
intéresser a la question suivante : est-ce qu’un polynéme non constant & coeflficients entiers admet toujours
au moins une valeur premiére. Cette question posséde diverses réponses.

Pour les polynomes de degré 1, le résultat est déja réglé et connu sous le nom du théoréeme de la
progression arithmétique de Dirichlet.

Théoréme 2 (Progression arithmétique de Dirichlet)
Soit a,b € N* des entiers premiers entre eux. Alors il existe une infinité de nombres premiers de la forme
a + bn, ou n parcourt N.

Le cas ol a et b ne sont pas premiers entre eux n’est pas traité puisqu’il y aura toujours des termes en
commun : en effet, pour ¢,d € N, ¢+ nd = PGCD(c,d)(¢’ +nd’) et donc ¢ + nd sera toujours composé.
Intéressons-nous donc maintenant aux polynémes du second degré. Par des petites manipulations arith-
métiques, il peut étre assez facile de montrer qu’un polynéme de degré deux posséde au moins une valeur
premiére ou non. Mais alors, une autre question intéressante est de s’intéresser aux valeurs premiéres
consécutives. Cette question sera ’objet principal de ce mémoire.

Euler avait trouvé que le polynome P.(X) = X2 + X + 41, évalué en 0,1,---,39, n’avait que des
valeurs premiéres. Regardons alors les polynémes de la forme X2 4+ X + ¢, oll ¢ est un nombre premier.
Nous aboutissons donc sur le théoréme de notre mémoire :

Théoréme 3
Soit ¢ un nombre premier et soit le polynome suivant Py(X) = X2+ X +q. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) ¢ =2,3,5,11,17,41
(i1) Py(n) est premier pour n € {0,1,--- ,q — 2}

Pour démontrer ce théoréme, nous allons devoir introduire toute une théorie plus complexe mais fonda-
mentale en théorie des nombres et des anneaux.

Cela dit, on peut démontrer ce résultat avec des outils plus élémentaires de la théorie des anneaux.
Nous allons procéder & ce cheminement pour le polynome P.(X) = X2 + X + 41 ; ce qui nous permettra
de mieux comprendre, implicitement, pourquoi nous allons introduire toute cette théorie.



Pour ce faire, nous allons procéder en plusieurs étapes.

(i) Se placer dans ’anneau adéquat : Comme souvent en arithmétique, il est utile de chercher a
factoriser les expressions algébriques. Dans notre cas, P, n’a pas de racines réelles, nous allons donc le
factoriser dans C :

1 V163 1 /163

PX)=X?+X +41 = (X + = s ity X g —it—) = (X +a)(X +a)
otl nous posons ¢ := 1+Y163 5 163 ' Nous sommes donc amenés a travailler dans I’anneau suivant A := Z|a/].

(7i) De ’'usage de la divisibilité : Nous allons, ici, donner une démonstration du théoréme en question :
P.(n) est premier pour n € {0,1,---,39}. Nous verrons qu’en l'espéce, deux points seront tout a fait
contestables. Mais nous corrigerons le tir dans les paragraphes a venir.

Commengons la démonstration : Supposons par ’absurde que P.(n) n’est pas premier. En vertu du
crible d’Eratosthéne, P.(n) admet un diviseur premier p < 4/P.(n). Précisément, pour n < 40, nous
avons : p* < n? +n +41 < 40% + 40 + 41 = 41%. Donc p < 41. Travaillons maintenant dans A = Z[a]
comme si nous étions dans Z, sans craintes. La factorisation faite précédemment nous montre que p divise
(n + a)(n + @). MAIS, sous les hypothéses, fortes et, a '’heure actuelle, trés discutables, que p perdure
premier dans A et que le lemme d’Euclide est toujours valable dans A, on a que p divise n+ « ou p divise
n + @ dans A. En supposant que p | n + «, on a que n + a = p(x + ay) avec x,y € Z. En identifiant les
coefficients, nous obtenons que 1 = py, ce qui est absurde puisque p est premier dans Z.

(#4i) La notion d’irréductibilité : Comme nous ’avons vu, la preuve précédente présuppose deux points
peu banals : la persistance de p comme élément premier dans A et I'existence ou non du lemme d’Euclide
dans cet anneau. Nous allons d’abord rappeler la définition d’un objet fondamental dans la théorie des
anneaux et qui généralise la notion de primalité :

Définition 2
Soit R un anneau intégre et x un élément non-inversible de R.
On dit que x est irréductible dans R si pour z,t € R tel que © = zt alors z ou t est inversible dans R.

— Faisons un petit aparté sur la norme N : pour z = a + ab avec a,b € Z, on définit :
N(z) := 2Z = a® + ab + 41b°

Rapidement, nous remarquons que N(z) est un entier positif et surtout que N(zw) = N(z)N(w) pour
z,w € Zla]; et si b est non nul, N(z) > 41. Notons deux points supplémentaires :

Proposition 1
e Un nombre z € A est inversible si et seulement si il est de norme 1.
e Un nombre premier p de N est réductible dans A si et seulement si c¢’est une norme.

Démonstration : @ Si z est de norme 1, alors N(z) = 2Z = 1. Donc z est inversible d’inverse son conjugué.
Réciproquement, si z est inversible, il existe z € A tel que zz = 1. Ainsi N(zz) = 1 et N(2)N(z) =1
dans N. Ainsi N(z) = 1.

e En effet, si on a p = zw, z,w € Z[a], non inversibles. Ils sont donc de norme supérieur stricte a 1 et cela
donne N(p) = p?> = N(z)N(w) donc p = N(z) = N(w) par le lemme de d’Euclide qui est valable dans N
et donc p est une norme.

Réciproquement, procédons par contraposée et supposons p irréductible. Par I’absurde supposons que p
est une norme. Alors, il existe z € A tel que p = N(2) = 2z. Or p est irréductible, donc z ou Z est
inversible. Sans perte de généralité, supposons z inversible. Mais alors Z est aussi inversible en passant
au conjugué. Puisque I’ensemble des inversibles est un groupe, zZ est aussi inversible. Donc 2Z = p est
inversible. Ce qui est absurde puisque p est irréductible. ([l

Et donc si p < 41 comme il ne peut pas étre une norme, il est irréductible. Ainsi notre premiére
question est réglée : p reste irréductible dans A.

(iv) Quid du lemme d’Euclide : Rappelons rapidement ce qu’est le lemme d’Euclide : si p est irré-
ductible et divise un produit alors il divise I'un de ses facteurs. Dans un anneau quelconque, les éléments
vérifiant cette propriété sont appelés premiers. Grace a Euclide, nous savons que ce lemme assure 1’uni-
cité de la décomposition en élément premiers dans Z.

Faisons un petit détour par la factorialité, c’est-a-dire ’existence d’une décomposition unique, & per-
mutation prés des facteurs, en produit d’éléments irréductibles. Concrétement, il est relativement facile de



trouver une décomposition (en effet, si z = wt, on a N(z) = N(w)N(t) et si w et ¢t ne sont pas inversibles,
la norme décroit, de sorte que le processus s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes). Cela étant dit, le
point crucial est donc d’obtenir I'unicité. Et pour ce faire, il faut que nous soyons en possession du lemme
d’Euclide. Le lemme suivant va, en quelque sorte, nous simplifier le lemme d’Euclide :

Lemme 1
Soit p un nombre premier de Z qui reste irréductible dans A, ie qui n’est pas une norme. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. Sip divise zw avec z,w € A, alors p divise z ou w.
2. Sip divise une norme N(z), avec z € A, alors il divise z.

Si A vérifie une de ces deux propriétés, alors il est factoriel.

Démonstration : L’'implication 1) = 2) est immeédiate. Réciproquement, si p divise zw, on a zw = pt,
donc p?N(t) = N(2)N(w) dans Z. Ainsi, p divise N(z)N(w) et donc divise un des deux, disons N(z)
donc divise z. O

En vertu du lemme précédent, on doit donc s’intéresser & la divisibilité d’une norme. Nous allons
encore retraduire cet énoncé :

Lemme 2

Un nombre premier p de Z divise une norme N(z) pour z € A sans diviser z si et seulement si p est
impair et st —163 est un carré modulo p, condition encore équivalente au fait que p est un carré modulo
163.

Démonstration : Supposons que p divise N (z + ay) = 22 + 2y + 41y2. S'il divise y, il divise aussi z donc
z. Sinon, on peut diviser par ¥ modulo p et alors le polynéme 2 + = + 41 posséde une racine modulo p.
On voit déja que p # 2 puisque 2 4+ = + 1 n’a pas de racine. On peut alors calculer modulo p comme
nous le ferions dans R et le polynome a des racines si et seulement si son discriminant —163 est un carré
modulo p. Pour ce qui est du reste, la loi de la réciprocité quadratique nous donne le résultat. O

Corollaire 1
Si l'un des nombres premiers 2,3,5,7 divise une norme N(z), z € A, alors il divise z. Autrement dit, ces
nombres sont irréductibles mais méme premiers dans A.

Démonstration : Pour 2 nous 'avons déja vu. Pour les autres, il suffit donc de vérifier que —163 n’est pas
un carré modulo p. En effet, —163 = —1 [3]; =163 =2 [5] et —163 = =2 [7]. O
Nous aurions pu continuer ainsi jusqu’a p = 37, mais seuls ceux-ci nous suffisent.

(v) Et la factorialité fut : Et nous voila donc préts pour démontrer le résultat qu’il nous manquait
pour valider entiérement la démonstration du théoréme sur P, :

Théoréme 4
L’anneau A = Z[a] vérifie la propriété 2. du lemme 1. Il est donc factoriel.

Démonstration : Reste donc & traiter le cas p > 7. On suppose que p divise une norme. Ainsi, il existe
K € N* tel que Kp soit une norme. On montre alors (admis) en utilisant le théoréme de Minkowski ou

le principe des tiroirs (cf. [6]) ou l'algorithme de Cornacchia (cf. [4]) qu'il existe k avec k < /133 ou

k< % 163 ou k < 24—7\/\/4;-%1 ie k < 7ouk<8ouk < 10, tel que pk soit une norme N(z). On en déduit
alors que p est une norme. En effet, on choisit & le plus petit possible, on en prend un facteur premier ¢,
qui sera donc inférieur ou égal a 7, il est alors premier dans A par le corollaire 1. Il divise donc z ou Z.
Posons k = qk’. Si z = qw, on a qk'p = ¢> N(w) donc k'p = ¢N(w). Comme q est premier avec p, il divise
k' et on a k' = ¢gk”. Donc k"p = N(w), ce contredisant la minimalité de k. O

Nous avons donc démontré que P,.(n) était premier pour n € {0, - ,¢—2} a I’aide d’outils classiques.
Commencons alors la présentation de notre nouvelle théorie.



Chapitre 1

Théorie

Tout résultat traitant des A-modules sera admis. La théorie des modules n’étant pas notre intérét
premier. Il est alors possible de se référer a [2].

1.1 Extensions Quadratiques

Définition 3
Soit K une extension de Q. On dit que K est une extension quadratique de Q si [K: Q] = 2.

Proposition 2
Soit L/Q une extension quadratique. Alors il existe d € Z sans facteurs carrés dans sa décomposition, tel

que L = Q(Vd).

Démonstration : Soit L une extension quadratique de Q. Soit o € L.\ Q. Alors le couple (1, «) forme une
base de L en tant que Q-espace vectoriel. Il existe donc u,v € Q tels que &? = ua + vl.
On peut donc écrire u = 7% et v = 7. Nous les mettons sur le méme dénominateur : u =
peut donc dire que « est racine du polynéme P(X) = aX? — bX — ¢ € Z[X].

On affirme que A := b? — 4ac n’est pas un carré parfait sinon o appartiendrait 4 Q puisque les racines
de P sont de la forme 2 2 = —b;2ta\/Z.

Soit A; le plus grand carré diviseur de A. On peut alors écrire : A = Ajd et o = 5-(b+ Ay6) o § est
I’'une des racines carrées complexes de d.

Alors § € L puisque o, a,b, A1 € L et § ¢ Q sinon o € Q. Ainsi Q(0) est de degré 2 sur Q avec Q(§) C L,

d’on ’égalité par le degré. O

b —c
Eetvfa.On

— On distingue deux cas : Si d > 0 alors L. = (@(\/3) est un sous-corps de R ; on dira que LL est un
sous-corps réel quadratique.
Si d < 0, alors L. = Q(v/d) est un sous-corps de C qui n’est pas un
sous-corps de R; on dira que L est un sous-corps quadratique imaginaire.
Par définition, tout élément o € Q(\/&) est de la forme o = a + bV/d, ot a,b € Q. On appelle alors
élément conjugué de « le nombre o = a — bV/d.

Définition 4

Soit o = a + bv/d € Q(Vd).
1. On appelle norme de o le nombre : N(a) = ad = a? — db? € Q
2. On appelle trace de o le nombre : Tr(a) = a+ o’ =2a € Q.

On remarque aussi rapidement que pour «, 8 € Q(v/d), N(af) = N(a)N(B) et Tr(a+8) = Tr(a)+Tr(3)
De plus, on constate que a et o’ sont les racines du polynéme P(X) = X2 — Tr(a)X + N(a).

Une définition plus générale de la norme et de la trace d’'un élément sera plus utile :

Définition 5

Soit B un anneau et A un sous-anneau de B tel que B soit un A-module de rang fini.

Pour x € B, on définit l’endomorphisme de B : my : y — xy

On appelle trace (resp. norme) de x € B la trace (resp. le déterminant) de l’endomorphisme m,;.

Ceci nous permet de voir rapidement que si a € A alors N(a) = a™ ou n est le rang de A sur B.



1.2 Anneau des entiers, nombres algébriques

Définition 6
On considére une extension quadratique L/Q. Soit « € L.
On dit que « est un entier algébrique s’il existe des entiers m,n € Z tel que a soit racine du polynome
P(X)=X24+mX +n.
Définition 7
On appelle anneau des entiers de L I’ensemble des entiers algébriques que nous noterons Or.
Faisons tout de suite quelques petites remarques :
1. Comme son nom l'indique I’anneau des entiers posséde bien une structure d’anneau... Ce que nous
admettrons.
2. On note Frac(O@(\/g)) le corps des fractions de O /z)- Alors Q(Vd) = Frac(Ogyg))-
En effet, Oy g C Q(V/d) par définition. Puisque Q(v/d) est un corps, par définition de Frac(X)
qui est le plus petit sous-corps contenant X, on obtient que Frac(OQ( \/E)) C Q(\/&)
Réciproquement, si o € Q(v/d), alors il existe ag, a1,bg, b1 € Z tels que ‘g—g + ‘g—lla +a? =0. Dou
aobob% + alblbga + b%b%aQ = 0. En posant 8 := bpbia, on a que § est racine d’'un polynéme a
coefﬁcients. dans Z, ie B € (9@(\/3). De plus bgby € Z C OQ(\/E)' Ainsi, o = % € Frac((’)Q(\/a)).
D’ou I’égalité.
3. On a aussi que OQ( va) N Q = Z. L'inclusion droite-gauche est évidente. L’autre se fait en utilisant
le fait que Z est intégralement clos.

Proposition 3
Soit a € Q(\/d). Alors a est entier sur Z si et seulement si Tr(c) et N(a) sont des entiers (relatifs).

Démonstration : Il est clair que si la trace et la norme sont entiéres, alors « est entier puisqu’il est racine
de X? —Tr(a)X + N(a).

Réciproquement, supposons « entier. S’il est dans Q, comme Z est factoriel donc intégralement clos, a est
dans Z et sa trace et sa norme aussi. Sinon, « est racine d’un polynéme P a coefficients entiers. Quitte a
remplacer ce polynéme par un de ses facteurs irréductibles (puisque Z[X] est factoriel),on peut supposer
P irréductible sur Z, donc sur Q. C’est donc le polynéme minimal de «, qui est X? — Tr(a)X + N(«a)
puisque « §é @, et on en déduit que sa norme et sa trace dont des entiers. (Il

On peut alors avoir la proposition suivante sur la structure de OQ( V)

Proposition 4
L’ensemble des entiers OQ(\/E) a pour structure :

1. Oyyay = ZIVd] sid=2,3 [4]

2. Oz = L[4 sid=1[4]

Démonstration : Soit z = a + b\/d € (’)@( Vi) Par la proposition précédente sa trace, 2a, et sa norme,
a® — db? sont entiéres. Deux cas se présentent a nous :

1. Si a est entier, db® aussi. On pose alors b = £ avec r € Z et s € N* et PGCD(r,s) = 1. Comme
db? est dans Z, on voit que s? divise dr? et, comme il est premier avec 2, le lemme de Gauss nous
donne qu’il divise d. Comme d est supposé sans facteurs carrés c’est qu’on a s = 1. En définitive, a
et b sont entiers et z est dans Z[v/d).

2. Sinon, on a 2a € Z, mais a ¢ Z, donc a = %' avec a’ € 2Z + 1. On pose encore b = * comme
précédemment et on a N(z) = “le — d;—z =n € 7Z, soit encore 4s’n = a’%s? — 4dr?. Comme 4 divise
a’?s? et que a’ est impaire, s est pair, s = 25’ et 'équation devient 4s>n = a'2s’> — dr2. On voit
alors que s'2 divise dr? et, par Gauss, qu’il divise d et cela impose s’ = 1. Il reste 4n = a'? — dr2.
Comme s vaut 2 et qu’il est premier avec r, cela montre que r est impair, comme a’, et leurs carrés
sont congrus & 1 modulo 4. On en déduit qu’on a d =1 [4]

Cela montre donc que le deuxiéme cas ne peut se produire si d = 2,3 [4] et le théoréme est prouvé
dans ces deux cas. Maintenant, si d = 1 [4], les calculs précédents montre que ou bien z € Z[/d] ou
bien z € Z[H'T\/E] et z s’écrit : z = %, + £+v/d avec r et a’ impairs donc z = H'T‘/E + “lz_l + 2 Vd

et puisque Z[v/d] C Z[HQ\/EL on a que z € Z[%} -




On a donc que :
1. Sid=2,3 [4], le couple (1,+/d) forme une Z-base de ’anneau Ogvay-

2. Sid=1 [4], le couple (1, 12—‘/3) est une Z-base de 'anneau Og /-

1.3 Discriminant

Définition 8

Soit L/K une extension de degré n. Soit (x4, ...,x,) € L™.

On appelle discriminant de (v1, ..., z,) Uélément de K défini par : Dy g (21, ..., 2,) = det (Tr(x:75))i,5),
ot nous voyons la trace comme une application K—bilinéaire de L x L — K, (z,y) — Tr(xy).

Définition 9
On appelle discriminant de ’anneau des entiers OQ(\/E) d’un corps K, le discriminant d’une Z—base.

Remarquons tout de suite que le discriminant de 'anneau des entiers ne dépend pas de la Z—base
choisie. En effet, le déterminant dans un changement de base d’une application bilinéaire est modifié par
un carré. Or ce carré est le déterminant d’une application inversible, donc le déterminant est lui aussi un
inversible. Or dans Z, les seuls inversibles sont 1 et —1. Donc le discriminant n’est finalement pas changé.
— Faisons alors les calculs du discriminant pour les corps qui nous intéressent.

1. Sid=2,3 [4] alors une Z—base est (1,V/d).

On calcule alors D@Q( o = det <T€€%) T; ﬁg)) = det <§ 20d) =4d

2. Sid=1 [4] alors une Z—base est (1, #)

On calcule alors D d Tr) r() d (2 ! d
n calcule alors Do, = det 2 = det 1+d):
(V) Tr(1+2‘/3) Tr((1+2‘/3) ) 1 Ld

On remarque que dans tous les cas, le discriminant Dy est congru a 0 ou 1 modulo 4.

Q(Vd)

1.4 Idéaux et décomposition en idéaux premiers

1.4.1 Norme d’un idéal

Dans ce paragraphe, nous noterons par K un corps de nombres, ie une extension de Q de degré n, et
Ok son anneau des entiers.

Proposition 5
Soit x un élément non nul de Og. On a |N(z)| = Card (O /z0k).

Démonstration : On sait que Ok est un Z—module libre de rang n (admis) et donc xOk est un sous-
Z—module de Ok. il est donc aussi de rang n car la multiplication est une bijection de Ox — xOk. 11
existe alors une base (e, ..., e,) de Ok et des éléments ¢; € N tels que (cieq, ..., che,) soit une Z—base de
2Ok (admis). Ainsi Og /2O est isomorphe & [[!_; Z/¢;Z et son cardinal est alors cics - - - ¢y,.

. . Og — O .
Notons 'application Z—linéaire u : { K K pourie {1,...,n} : on a donc det(u) = c1c2 - - ¢p.
€; — C;€;
Mais encore, (xeq,- - ,ze,) est aussi une base de Og. On a donc existence d’un automorphisme v de

2Ok tel que v(cie;) = xe;, Vi € {1,...,n}. Donc det(v) est inversible dans Z et vaut donc £1. Mais nous
remarquons aussi que v o u est la multiplication par x et son determinant est, par définition, N(z). Et
comme det(v o u) = det(v) det(u), on en déduit que : N(z) = £er1¢a -+ ¢, = £Card (Ox /2 0k). O

Définition 10
Soit I un idéal de Og. On appelle norme de I, noté N(I), le nombre Card (Ok/I).

Remarquons de suite que N(I) est fini. En effet, si  est un élément non nul de I, on a 2O C I et
Ok /I s’identifie alors & un quotient de Ok /xOk. Ainsi, Card (Ok/I) < Card (Ok/xOk), ce dernier étant
fini par la proposition 4.

Nous avons aussi démontré que pour un idéal principal, N((z)) = |N(x)|.



Définition 11 (Produit d’idéaux)

Soient I et J deuz idéaux.

On appelle idéal produit de I et J, noté 1.J, l'idéal I.J := {d . Txyr ; 21 € L,yp € J} ot K est un
ensemble d’indexation fini.

Proposition 6
Soient I, Iy deur idéaux non nuls de Ox. On a alors N(I1I3) = N(I;)N(I3).

Démonstration : ADMISE. (cf. [2]) O

Donnons un petit lemme utile qui nous servira dans nos démonstrations :

Lemme 3
Soit A un anneau et I un idéal de A.
Si N(I) est un nombre premier alors I est premier.

Démonstration : Notons N (I) = p, ol p est un nombre premier. Alors par définition, Card(A/I) = p. Pre-
nons maintenant J, un idéal A/I. Alors puisque J est un sous-groupe de A, Card(J) divise Card(A/I).
Forcément, Card(J) = 1 ou p. Donc, par cardinalité, les seuls idéaux de A/I sont les idéaux triviaux :
{0} et A. Ainsi, A/T est un corps, et donc I est maximal et donc premier. O

1.4.2 Décomposition en idéaux premiers

Définition 12 (Idéaux fractionnaires)

Soit A un anneau et Frac(A) son corps de fraction.

On appelle idéal fractionnaire de A tout sous-A-module I de Frac(A) pour lequel il existe d € A, d # 0
tel que dI C A.

Remarquons directement que tout idéal I d’un anneau A est un idéal fractionnaire. En effet, en notant
14 le neutre de A, on a 141 C A.

Définition 13 (Anneau de Dedekind)
Un anneau A est dit anneau de Dedekind s’il est noethérien, intégralement clos et si tout idéal premier
non nul de A est maximal.

Théoréme 5
L’anneau des entiers Og d’un corps de nombre K est de Dedekind.

Démonstration :

e Comme nous l'avons vu dans une remarque suivant la définition 7 dans la section 1.2, 'anneau Ok
est intégralement clos.

e Pour montrer que Ok est noethérien, nous allons utiliser une autre définition : un anneau est
noethérien si et seulement si tout idéal est de type fini.
Prenons un idéal I de Ok, alors I est un sous-groupe de Ok, donc un Z-module de type fini, et a
fortiori un idéal de type fini.

e Enfin, prenons un idéal premier P non nul de Ok. Alors Ok /P est intégre. De plus, Ok /P est inclus
dans Ok /2O pour un x € P, qui est fini en vertu des propriétés sur la norme. Ainsi Ok /P est un
anneau intégre et fini donc un corps. Ainsi P est maximal. O

Théoréme 6 (Décomposition en idéaux premiers)
Soit A un anneau de Dedekind, P l’ensemble des idéaux premiers non nuls de A.
Tout idéal fractionnaire non nul I de A s’écrit de fagon unique sous la forme

I = H Jro)

JeP

ot ny(I) sont des entiers relatifs, presque tous nuls.

Démonstration : ADMISE. (cf. [2]) O

Voici un corollaire du théoréme de la décomposition qui nous sera utile lors de la partie sur le nombre de
classe.



Corollaire 2
L’ensemble des idéauz fractionnaires non nuls d’un anneau posséde une structure de groupe.

Démonstration : ADMISE. (cf. [2]) O

Théoréme 7

Soit K un corps de nombres de degré n. Soit p un nombre premier de K. On pose (p) = pOx = []._, pi’
ot les p; sont des idéaur premiers de Ok et e; des entiers.

Alors il existe des entiers positifs f; tels que N(p) = pfi pour tout i et nous avons aussi

T

Zeifi =n

i=1

Démonstration : Puisque la norme est multiplicative, nous avons N((p)) = p™ = N ([[;_, p{*) = [Ti=; N(p:)©.
Donc par le lemme d’Euclide, N(p;) = p’ pour tout i. On se retrouve donc bien > ;_, e; fi = n. |

1.4.3 Classification des idéaux

Nous nous replagons dans le cas ol notre corps est Q(\/&), avec d un entier sans facteurs carrés et (9@( Vi)

Dorénavant, nous noterons l’anneau des entiers de Q(+/d) par A.

Proposition 7
Tout idéal d’un anneau de Dedekind est engendré, en tant qu’idéal, par 2 éléments.

Démonstration : Preuve utilisant la notion de réseau. (cf. [9]). O

Cette propriété nous sera utile pour la « classification » des idéaux que nous allons faire ci-dessous. Plus
récisément, nous pouvons choisir un de ces éléments dans Z

Considérons maintenant le cas particulier ol p est un nombre premier et regardons (p) = pA. (p) va

pouvoir s’écrire d’'une des maniéres suivantes en vertu du théoréme 7 de la sous-section 1.4.2 :

1. (p) = P?, ou P est un idéal premier. On dira que p est ramifié sur Q(\/E)
2. (p) = P, ou P est un idéal premier. On dira que p est inerte sur Q(v/d).
3. (p) = P, Py, ot P;, P, sont deux idéaux premiers distincts. On dira que p est décomposé sur Q(v/d).

Nous allons maintenant classer les entiers premiers, ie savoir s’ils sont ramifiés, inertes ou décomposés.
De plus, nous donnerons des générateurs explicites des idéaux premiers de (9@( va) au dessus de p, c’est-
a-dire qui apparaissent dans la décomposition de pOQ( Jd) en idéaux premiers.
Avant tout, définissons un objet qui nous sera fondamental et qui est fondamental dans la théorie des
corps.

Définition 14 (Symbole de Legendre)

Soit p un nombre premier et a un entier.

On appelle symbole de Legendre de a et p, noté (a); l’objet vérifiant :
p

1. (a) =0 st p divise a.
b
a .

2. () =1 si a est un carré modulo p.
p

a
3. () = —1 st a nest pas un carré modulo p.
p

Pour formuler cette classification, nous allons distinguer deux cas : p = 2 et p # 2. Commengons par ce
dernier.



Théoréme 8

On se place dans Q(\/d) et on considére son anneau d’entiers Ogvay-
Soit p un nombre premier différent de 2.

Alors nous avons :

1.
2.

Si p divise d, alors (p) = p@(@(\/g) = (p,Vd)2.
Si p ne divise pas d et qu’il n’existe pas un entier a € Z tel que d = a® [p], alors (p) = pOQ(\/a) est

un idéal premier.

Si p ne divise pas d et qu’il existe un élément a € 7 tel que d = a® [p|, alors (p) = pOQ(\/g) =

(p,a—l—\/(j)(p,a— \/g)

Autrement dit :

1. p est ramifié si et seulement si (%) =0.

2. p est inerte si et seulement si (%) =—1.

3. p est décomposé si et seulement si (%) =1.

Démonstration : Pour plus de lisibilité, nous noterons OQ( Vi) = A.

1.

Commengons par montrer que si (%) = —1 alors (p) est un idéal premier.

Si tel n’était pas le cas, nous aurions (p) = PP’ ou P?, avec PNZ = pZ. Soit a € A tel que
P = (a,p) D (). Ainsi, en termes d’idéaux, P | (o) d’ott N(P) | N((«)). Et puisque N((p)) = p?
et que p est premier, on a N(P) = p, dou p [ N(aA) = [N(a)|. Sip | o, alors & € A et on a
P =pA-(1, %) = (p) ce qui serait absurde! Donc p ne divise pas «. Ainsi :

e Sid=2,3[4] alors a = a+bVd, a,b € Z, donc N(a) = a® — db? et dott p | a® — db>.

e Sid=1 [4] alors a = %ﬂ, a,b € Z et donc N(a) = “2%4‘1}’2. Ainsi, p | a® — db®.
Autrement dit, a? = db? [p], et donc p ne divise pas b. En effet, sinon p diviserait a et donc diviserait
« ce qui serait absurde & nouveau !
Prenons alors b’ tel que bb" = 1 [p] ce qui est possible puisque nous sommes dans Z/pZ qui est un
corps. Alors (ab’)? = d [p] et donc soit p | d soit (%) =1 ce qui est une contradiction de ’hypothése.

. Supposons maintenant que (%) = 0. Ensuite posons P = (p,V/d). Ainsi :

P? = (p{p\/&, d) = pA - (p, \/a g)

car g € Z par hypothése. Mais comme d ne contient pas de carrés par hypothése, forcément

PGCD(p, %) = 1 et ainsi P2 = pA puisque qu’alors (p, V/d, By =q(Q, Vd) = A et que si un idéeal
contient un inversible, il est alors égal & tout 'anneau dont il fait parti. Ainsi, puisque P? est un
idéal premier, P en est aussi un : en effet, N(P?) = p> = N(P)? = p?, donc N(P) = p. Ainsi
comme P est un idéal de norme premiére, il est premier.

d

. Supposons enfin (7) =1 et qu'il existe un élément a € Z tel que d = a? [p]. Nous avons donc :

p
(p.a+Vd)(p,a — Vd) = (p*,pa + pVd,pa — pVd,a® — d)
2
—d
:pA~(p7a+\/g,a—\/&,a )
a®—d

:pA'(p7a+\/gaa_\/Ev2a7 )

puisque PGCD(p,2a) = 1 et donc on démontre comme précédemment les égalités. Si un des deux
idéaux (p,a + v/d) et (p,a — V/d) est égal & A alors Pautre le serait aussi, ce qui serait absurde.

Ainsi (p, a4 v/d) et (p,a —+/d) sont des idéaux premiers en voyant que leurs normes sont premiéres
par I’égalité précédente. Ils sont de plus distincts ; en effet si (p, a + v/d) = (p, a — V/d), alors :

(p,a+Vd) = (p,a+Vd,a—Vd) = (p,a+Vd,a—Vd,2a) = A

Ce qui est absurde! |
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— Faisons une petite remarque qui nous sera utile pour la démonstration de notre théoréme.
Sid=1 [4] et d = a? [p] alors on peut écrire (p,aJr\f) =(p,l(a—1)+w), o0 w= # et 20 =1 [p)].
De plus, si (7) # 1 alors il existe b € Z, 0 < b < p — 1 tel que p divise N(b+ w), et si b = p — 1 alors
d=1 [p].

En effet, a +vd=a — 1+ 2w. Si 21 = 1 [p] alors :

(p,a—l—\/g):(p,(a—1)+2w):(p,l(a—l)—i—w)

Si (%) # —1, alors il existe un idéal premier P qui divise (p), et P = (p,a++/d) avec 0 < a < p— 1. Donc
P=(pb+Vd) avec0<b<p—letb=I(a—1) [p.

Enfin, comme (b +w)A C P, il vient que p divise N(P), cette derniére divisant N(b+ w) par inclusion.
Donc p | N(b+ w). Et finalement, si p divise N(p — 1+ w) = N(Zp*l;‘/a) = (Qp_i)z_d alors p divise 172
d'ond =1 [p].

Nous allons maintenant traiter le cas p =2 :

Théoréme 9
On se place toujours dans Q(v/d) et on considére toujours son anneau d’entiers OQ(\/E)' On a:

1. Sid=2[4], alors (2) = (2,V/d)?.

2. Sid=31[4], alors (2) = (2,1 + Vd)2.

3. Sid=1 8], alors (2) = (2, 1/d)(2, 1=/d),
4. Si d=5 [8], alors (p) est un idéal premier;

Autrement dit :
1. 2 est ramifié si et seulement si d = 2,3 [4].
2. 2 est inerte si el seulement si d =5 [8].

3. 2 est décomposé si et seulement si d =1 [8].

Démonstration : ADMISE. Les raisonnements utilisent des manipulations similaires & la preuve précé-
dente. (cf. [1]) O

1.5 Nombre de classes

1.5.1 Quelques assertions

Nous allons maintenant introduire I'objet qui sera le plus important pour notre étude des polynémes
d’Euler : le groupe de classe et le nombre de classe.
Nous avons vu précédemment que l’ensemble des idéaux fractionnaire de OQ( Jd)» hoté iF (OQ( \/3)),
posséde une structure de groupe. De plus, il nous faut remarquer que les idéaux fractionnaires principaux
forme un sous-groupe de I]-"((’)Q(\/E)), noté IP(OQ(\/E)).

Définition 15
On appelle le groupe de classes d’idéaux de OQ(\/E) le groupe quotient suivant :

CL(Oy(ya)) = IF(Og(a))/TP(Ogva)

Nous appellerons nombre de classes de OQ(\/E) le cardinal du groupe de classes.

On a une autre définition du groupe de classes via une relation d’équivalence :

Définition 16

Soit A un anneau de Dedekind et Frac(A) son corps de fraction. Soit I et J deux idéauz non trivieuz de
A.

On dit que I et J sont équivalents, noté I ~ J, s’il existe o € Frac(A) tel que I = aJ.
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Il est facile de vérifier qu’'on a ici une relation d’équivalence sur ’ensemble des idéaux fractionnaires de
IF(A). Ainsi, 'espace quotient réalisé par la relation ~ sur ZF(A), muni du produit des idéaux, obtient
une structure de groupe. C’est cet espace quotient que nous appellerons le groupe des classes d’idéaux
de A, noté toujours CL(A).

Ainsi, nous pouvons dire que CL(A) mesure le défaut de principalité de A.

Le théoréme le plus important de cette section est le suivant :

Théoréme 10
Le groupe de classes d’idéauz de tout anneau de nombre est fini.

Démonstration : ADMIS. (cf. [2]) O

Voici aussi la proposition qui justifiera toute notre étude & venir :

Proposition 8
Soit A un anneau de Dedekind.
Le nombre de classe de A vaut 1 si et seulement si A est principal.

Démonstration : Par la définition de CL(A) et avec le fait qu’il ne contienne qu’un seul élément. O

En corollaire, nous déduisons un résultat qui sera plus proche de notre point de vue comme nous
I’avons vu en introduction.

Corollaire 3
Soit K un corps de nombre et A son anneau des entiers.
Alors A est factoriel si et seulement si son nombre de classe vaut 1.

Démonstration : Supposons que le nombre de classe vaille 1. Par le théoréme précédent, A est principal
et donc factoriel.
Réciproquement supposons A factoriel. Montrons alors qu’il est principal.

e Soit M un idéal maximal de A. Soit x € M non nul. On décompose alors x = p; - - - p, en éléments
irréductibles. Comme M est premier car maximal, un des p; appartient & M. Ainsi(0) C (p;) C M.
De plus (p;) est premier donc maximal car nous sommes dans un anneau de Dedekind, donc par
Iinclusion M = (p;).

e Ensuite prenons I un idéal quelconque. alors I = (z1,- - ,x,) car A est noethérien. Montrons alors
par récurrence sur n que I est principal. Il suffit de le montrer dans le cas ou I = (z,y). Puisque A
est factoriel, on a 'existence de d = PGCD(x,y) avec (d) D (x,y). On peut alors écrire x = dza’,
y =dy’ avec PGCD(2',y') = 1. Ainsi (2/,y') = (1) = A et il existe donc \, p tels que 1 = Ao/ + uy'.
Donc, d = A\x + py, d’otu d € I et alors (d) C I d’ou I'égalité. O

1.5.2 Calcul pratique : méthode

Dorénavant, nous revenons a I'étude de nos corps quadratiques Q(v/d). Nous noterons aussi h = h(d)
le nombre de classe de OQ( V)
Indiquons maintenant les quelques derniers outils techniques dont nous allons avoir besoin.
Définissons le nombre réel suivant :

. %\/&, sid>0
| 2V—d, sid<0
Définition 17

i) On dira qu’un idéal non vide de Og 3, est normalisé si N(I) < [6].
1i) Un idéal I est dit primitif s’il n’existe pas de nombre premier p tel que (p) divise I.

Notons maintenant N ’ensemble de tous les idéaux primitifs et normalisés de OQ( Vi)

Nous pouvons de suite remarquer que si I € A/, et si p est un nombre premier ramifi¢ alors p* f N ().
Idem, si p est un nombre premier inerte alors p 4 N(I) ; tout ceci provenant de la définition de tels nombres
premiers et du fait que I soit dans N. Ainsi, nous obtenons la décomposition suivante :

N(I) = er H o

r ramifié p décomposé
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en supposant avoir décomposé en idéaux premiers I = [[P;?, grace a la multiplicativité de la norme et
avec ce que nous avons dit précédemment.
Nous allons admettre les faits suivants pour notre étude du nombre de classes (cf. [1]) :

1. Toute classe d’idéal contient au moins un idéal primitif et normalisé.
2. Pour tout m € N¥, il existe au plus un nombre fini d’idéaux I de OQ(\/E) tel que N(I) = m.

De ces deux points précédents et de tout ce qui a été mis en place, nous pouvons obtenir les points
suivants :

e Remarquons que si N consiste seulement de I'idéal neutre, 1 - OQ( Vi) = OQ( oS alors h = 1.

e Si chaque nombre premier p tel que p < |0] est inerte, alors h = 1. En effet, si [ € AN et vérifie la
condition, alors N(I) = 1; donc I est l'idéal unité et donc h = 1.

Notons maintenant N(N) I'ensemble des entiers de la forme N(I) ou I parcourt N.
Dans le but de déterminer si deux idéaux I et J dans N sont équivalents, il nous sera nécessaire de dé-
terminer quels entiers n € N(A') peuvent s’écrire sous la forme d’une norme d’un idéal principal primitif.

Proposition 9
Soit m € Z. Alors il existe « € Ok tel que N((«)) = m et («) est primitif si et seulement si il existe
|u? — dv?|, PGCD(u,v)=1 sid=2,3 [4]

\uz—dU2| — .
Y=, PGCD(*7%,v)=1 sid=1 [4]

u,v € Z tels que :m:{
2

Démonstration : Soit a € Ok tel que («) primitif et m = N((«)). Puisque « € Ok, alors par le théoréme de

utvVd, sid=2,3[4]

u—i—vHT‘/E, sid=1 [4]
2 @?, sid=2,3[4

Ainsi, nous obtenons que m = N((«)) = |N(«a)| = ‘\327&)2’\(} | ) ' 4]

— 7 > sid=1 [4}

Reste & montrer que PGCD(u,v) = 1. De la méme maniére nous montrerions que PGCD(*5%,v) = 1.

Alors, soit p premier qui divise u et v. Par somme, p divise . Autrement dit, (p) D («). Ce qui est absurde
par primitivité de («). Ainsi PGCD(u,v) = 1.

u+vVd, sid=2,3[4]

ut vl sid=1[4]

On a clairement que N((«)) = m. Et du fait que u, v sont premiers entre eux, («) est bien primitif. OJ

structure de ’anneau des entiers (proposition 3.), il existe u, v € Z tels que o = {

Réciproquement, posons a =

1.5.3 Calcul du nombre de classes

Dans ce chapitre nous allons étudier comment calculer le nombre de classes « & la main ». Bien stir
notre étude ne sera pas exhaustive dans la mesure ot nous ne pouvons étudier chaque discriminant...
Enfin dans la partie suivante, nous expliciterons presque tous les corps quadratiques ayant un nombre de
classe valant 1. Nous allons considérer deux cas en fonction du signe de d.

e Prenons d>0 et donc 0 = %\/5

x [0] = 1.
Puisque 1 < %\/5 < 2, il vient que 4 < D < 16. Donc D € {4,5,8,9,12,13} car D = 0,1 [4] (cf.
partie 1.3). En gardant a Pesprit que d n’a pas de facteurs carrés, il vient que d € {5,2,3,13}. Ce
cas va étre conclu rapidement puisque |@] = 1, donc forcément N(N) = {1} et alors N consiste
uniquement de 1’idéal unité ; et comme dans chaque classe d’idéaux il y a au moins un idéal primitif
normalisé (cf.sous-partie 1.5.2), et bien h = 1, puisque tous les idéaux sont équivalents & un idéal
principal et donc sont tous dans la méme classe.

x 0] =2.
De méme, puisque 2 < %\/5 < 3, il vient que 16 < D < 36 et comme D = 0,1 [4] nous avons que
D e {16,17,20,21,24,25,28,29,32,33}. Et enfin comme d n’a pas de facteurs carrés, nous nous
retrouvons avec d € {17,21, 6,7, 29, 33}. Maintenant nous avons donc N(N') = {1,2} par définition
d’un idéal normalisé. Nous éliminons le cas égal & 1 puisqu’il nous méne a I’idéal unité. Et nous
allons regarder pour 2.
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— Par exemple prenons d = 17. Puisque 17 = 1 [8] alors il vient que (2) = 2A = P- P’. Et comme
N(2A) =4 = N(P)N(P’) (car extension de degré 2), nous trouvons que N(P) = N(P’) =
Nous allons de suite exploiter la proposition 8 de la sous-partie précédente : 2 = %|32 —17x1]
et PGC’D(%, 17) = 1, ainsi P = alavec o = 3%@, et PP =d'Aoud = 3%@ Nous
trouvons qu’il ne peut y avoir que des idéaux principaux et donc ils sont tous équivalents, donc
il n’y a qu’un élément dans CL(OQ(\/E))7 ie h=1.

— Ensuite d = 21. Puisque 21 = 5 [8], alors (2) = 2A est un idéal premier, donc 2 est inerte. Et
donc par le deuxiéme point de la sous-partie précédente, h = 1.

— Et un dernier exemple d = 6. Alors 2 divise 24 = D, donc 2 est ramifié, ie (2) = P2. Enfin par
la proposition 8, 2 = |22 — 6 x 12| et PGCD(2,1) = 1. Dot P = aA, avec a = 2 + /6. Et
donc, comme précédemment h = 1.

x 0] =3.
Toujours comme précédemment : 3 < %\/5 < 4 et 36 <D < 64 toujours avec D = 0,1 [4]. Alors
D € {36,37,40,41, 44,45, 48, 49,52, 53,56, 57,60,61} et donc d € {37,10,41,11,53,14,57,15,61}.
Et nous sommes donc dans le cas ou N(N) = {1,2,3}.

— Prenons par exemple d = 10. Il nous faut considérer les cas ou la norme vaut 2,3 car le cas 1
méne & I'idéal unitaire. Ensuite, puisque 2 divise 40 = D, alors 2 est ramifié, ie (2) = 2A = R%.
Ensuite puisque (13—0) = (%) = 1, 3 est alors décomposé, c’est-a-dire (3) = 3A = P - P'.
Ainsi, nous avons que P, P’ et R sont des idéaux primitifs. Mais, 2 n’a pas de représentation
primitive ; en effet si 2 = |u? — 10v?| alors u? = 10v? £2 = +2 [10], mais ceci est impossible en
regardant tous les carrés modulo 10. De méme, 3 n’a pas de représentation primitive ; en effet
si 3 = |u? — 10v?| alors u? = 10v? £ 3 = £3 [10], ce qui est aussi absurde en regardant tous les
carrés modulo 10. Donc nous obtenons, toujours via la méme proposition, que P, P’ et R ne
sont pas principaux. Donc nous avons au plus 4 classes d’idéaux dans C’L(OQ( \/3)) :1,P, P

et R. Remarquons deux petits points :

— Puisque 2A = R?, T = RieR=FR

— De méme, puisque 3A = P- P alors 1 = P- P’ et donc P = P’
Regardons maintenant les idéaux produits RP et RP’. Ces derniers sont toujours primitifs.
De plus, N(RP) = N(RP') = 2 x 3 = 6. Et donc toujours par la proposition 8, nous avons
que RP et RP' sont principaux puisque —2 x 3 = —6 = 22 — 10 x 12 et PGCD(2,1) = 1. Et
donc par ce que nous avons remarqué précédemment, nous obtenons :

RP=1 __ P:E*:E
R-P =1 P-R'=-R

Donc nous nous retrouvons avec 2 classes d’idéaux distinctes et donc h = 2.

1

e Prenons maintenant d<<0 et ainsi § = %\/j
x 0] =1.
Comme toujours, puisque 1 < 2/—D < 2 et donc %2 < |D|7%. Et comme |D| = 0,3 [4], nous
obtenons D € {3,4,7,8}, et donc d € {—3,—1,—7,—2}. Nous nous retrouvons forcément avec
N(WN) = {1}, ce qui implique que N ne contient que I'idéal unité, et puisque que toute classe
contient un idéal primitif et normalisé, tous les idéaux d’une classe sont équivalents & I'idéal unité,
donc nous nous retrouvons qu’avec une classe et h = 1.
x 0] =2.
Puisque 2 < %\/j < 3, alors 72 < |D| < %772. Et toujours comme |D| = 0,3 [4], nous trouvons
|D| € {11,12,15,16,19,20} et donc d € {—11,—15,—-19, —5}.
— Prenons d = —11. Puisque —11 = 5 [8], alors 2 est inerte. Et par le point 4 de la sous-partie
précédente, nous avons h = 1.
— Prenons ensuite d = —15. Puisque —15 = 1 [8], alors (2) = 2A = P - P’. Remarquons de
suite que 2 n’a pas de représentation primitive : Si 2 = M, alors u? + 1502 = 8 et donc

u? = 3 [5]. Ce qui est absurde en regardant tous les carrés modulo 5. Reste donc & déterminer

si les classes de P et P’ sont les mémes. Considérons alors R = (1-%7 3_15) (cf. [8]). Ainsi

N(R) = N(H=15 = —15) — 4. Puisque R n’est pas premier, il se décompose donc forcément comme
P2 ou P? ou P P’ grace a la norme. C1a1rement R # P-P'.Donc R = P? ou P"?. Mais dans

les deux cas, nous avons P =Tet P =1 Sans perte de généralité, on a que P = P Rt
donc P=P '=P. 1w y a donc que 2 classes différentes, et ainsi h = 2.
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x 0] =3.
Puisque 3 < %\/j < 4, comme précédemment nous obtenons |D| € {23, 24, 27,28, 31, 32, 35, 36,39}
et donc d € {—23, —6,—31, —35, —39}.
— Prenons ici d = —31. Puisque —31 = 1 [8], alors (2) = P - P’. Et aussi comme (=) =
(_Tl) (%) = —1, il vient que (3) = 3A = R est un idéal premier.
(a) Voyons d’abord pour 2 : On a que 2 n’a pas de représentation primitive. En effet, si
2 = M, ainsi 8 = u? + 31v?, ce qui est impossible. Donc P et P’ ne sont pas

c 1. .. = ——1 . 1. /=31
des idéaux principaux. Ainsi P = P’ . Regardons maintenant 1’élément % On a

N (1—%7 V2_31) = 8 = 23. L’idéal engendré par cet élément se décompose en produit d’idéaux
parmi P et P’. Supposons que PP’ divise (14—7 V2_31) Alors (2) divise (14-7 V2_31) dans A.
Ce qui n’est pas possible. Donc forcément (Hi {31> = P3 ou P’3. Supposons sans perte
de généralité que (Hi V{‘“) — P3etalors PS=1=P. Si jamais P =1lalosP =P
mais P # 1 donc c’est impossible. Et alors PP £ P et P#P.

(b) On a que (3) = R, d'ou R = 1.

Finalement, on a trouvé trois classes différentes : T, P et P’ Donc h = 3.

1.5.4 Détermination des corps quadratiques ayant pour nombre de classe 1

Nous allons distinguer deux cas en fonction du signe de d, pour Q(v/d).

e d>0 : Dans ce cas la, nous sommes seulement en présence d’une conjecture : il existe une infinité de
d > 0 tels que Q(\/ﬁ) a un nombre de classe étant égal & 1. Nous sommes plutét en faveur d’une réponse
positive a cette conjecture; mais elle est toujours & démontrer. Par exemple, il existe 142 corps @(\/E),
ou 2 € {2,---,500}, avec un nombre de classe 1.

e d<0 : Nous avons déja vu que si N, I'ensemble idéaux primitifs et normalisés de A, ou A est 'anneau
des entiers, est constitué uniquement de I’idéal unité, alors h = 1, avec h le nombre de classe.
Mais dans le cas d < 0, nous avons la condition nécessaire et suffisante : h = 1 si et seulement si

N ={A}
En effet, tout d’abord comme cous 'avons vu dans la section précédente, si |D| < 7, le résultat est vrai
(ott D est le discriminant). Supposons maintenant |D| > 7, et soit I € N, et I # A. Alors il existe un
idéal premier P qui divise I. Ainsi N(p) = p oup?, oil p est un nombre premier. Si N(P) = p?, alors p
est inerte et pA = P divise I, donc I ne serait pas primitif, ce qui est absurde. Ensuite, si N(P) = p,
puisque P divise I, alors p < N(I) < |6] < %\/ﬁ . Supposons que p a une représentation primitive :

— Sid=2,3[4], alors d = % et p = u? — dv?. Mais v # 0, ainsi 24/|D[ > p > |d| = ‘42‘ et donc

7> % > |D|, ce qui est absurde.

— Sid=1[4], alors d = D, dou p = “2_4‘1”2. Mais v # 0, ainsi 2,/|D| > p > % = |4£| et nous
trouvons encore 7 > D, ce qui est absurde.

Ainsi, P n’est pas un idéal principal par la proposition 8, et donc h # 1, ce qui contredit I’hypothése. [J

Pour déterminer les corps quadratiques imaginaires qui nous intéressent, nous allons utiliser (et ad-
mettre) un critére que Gauss avait développé : Si d < 0, et si nous notons par ¢ le nombre de facteurs
premiers distincts dans la décomposition de D, alors 2¢~! divise le nombre de classe de Q(\/E)

Ainsi si h = 1 alors D = —4, —8 ou —p, puisque d n’a pas de termes carrés, ol p est un nombre premier p
tel que p = 3 [4], et alors d = —1, —2 ou—p. Donc de la sous-partie précédente, et du calcul précédent, on
aque:siD=-3-4,-7 —8 alors h = 1. Sinon, si D # —3,—4,—7,—8 et D = —p, avec p = 3 [4], alors
h =1 si et seulement si N' = {A}. Et cette derniére condition est équivalente aux assertions suivantes : 2
est inerte dans Q(y/—p) et si ¢ est n’importe quel nombre premier impair tel que ¢ < |0 alors (_Tp) = -1,
ie ¢ est inerte dans Q(y/=p).

Ce critére va nous étre utile pour déterminer tous les D < 0, |D| < 200, ayant un nombre de classes
valant 1.

e [0] =1: Ceci méne aux discriminants D = —3, —4, —7, —8.
e [0] =2: Nous trouvons que —20 < D < —11, avec D = p ot p = 3 [4], donc D = —11, —19. Puisque
—11 =5 [8], alors 2 est inerte, donc si D = —11 alors h = —1. De méme, puisque —19 = 5 [§], alors

2 est inerte et donc si D = —19, alors h = 1.
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e |#] = 3 : Ici nous nous retrouvons avec —39 < D
trouvons D = —23 ou —31. Mais, comme —21 #
Q(v/—23) et de Q(v/—31) ne vaut pas 1.

e |0] =4 :Nous avons —59 < D < —40, toujours avec D = —p et p = 3 [4]. Ainsi D = —43, —47, —59.
Puisque —43 =5 [8] et (%43) = —1, on a que Q(v/—43) a un nombre de classe de 1. Mais puisque
—47 £ 5 [8] et (*TE’Q) = 1, donc 3 n’est pas inerte. Ainsi comme précédemment, les extensions de
corps Q(v/—47) et Q(v/—59) ont un nombre de classes différent de 1.

En répétant des raisonnements similaires, nous obtenons les résultats suivants :

23 et D = —p, avec p = 3 [4]. Ainsi, nous

g —
5 [8] et —31 # 5 [8], le nombre de classe de

0] =5 : On trouve D = —67 ayant pour nombre de classes 1.

0] =6 : Il n’y pas de discriminant D ayant un nombre de classes valant 1.

0] =7 : Aucun discriminant ne donne de corps avec un nombre de classes de 1.

0] =8 : D = —163 donne un corps quadratique imaginaire ayant un nombre de classes valant 1.

Ce processus peut étre continué jusqu’a 200. Cela dit, il ne ménera & aucun autre discriminant pour lequel
le nombre de classe vaut 1. Mais cela ne nous permet pas encore de conclure quant & la détermination
compléte des extensions quadratiques imaginaires ayant un nombre de classe valant 1.

Historiquement, il a d’abord été montré en 1934, par Heilbronn et Linfoot qu’il existait au plus une
autre valeur de d < 0 pour laquelle Q(v/d) a un nombre de classe de 1. Plus tard, Lehmer montra
qu'un tel discriminant d vérifiait |d| > 5 x 10°. Enfin en 1952, Heegner prouva d’un maniére peu claire
qu’aucun autre d < 0 vérifiait la condition. Ce n’est que quelques temps plus tard que Baker et ensuite
Stark prouvérent avec différents outils, mais clairement, le résultat. Indiquons rapidement un résultat
intéressant qui fut démontré par les travaux de Hecke, Deuring, Mordell et Heilbronn et qui était a

lorigine une conjecture de Gauss : Si d < 0 alors h(d) M—) +o00.
—+o00

Nous pouvons donc conclure sur le fait que nous avons déterminé tous les corps quadratiques imagi-
naires qui ont un nombre de classes valant 1.
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Chapitre 2

Le théoréme

Voici maintenant le théoréme principal de ce mémoire qui va mélanger toute la théorie mise en place
appliquée aux polynémes d’Euler.

Théoréme 11

Soit ¢ un nombre premiers et posons fo(X) = X2 4+ X +q. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ¢=2,3,511,17,41
(i1) fq(n) est premier pour n € {0,1,...,q — 2}.

(i11) Q(v/1—4q) a un nombre de classe valant 1.

Démonstration :

e L’implication (i) = (ii) est une simple (fastidieuse) vérification.

e L’implication (ii4) = (i) est justifiée par la détermination de tous les corps quadratiques ima-
ginaires avec un nombre de classes valant 1 que nous fimes dans la sous-partie 1.5.4. En effet, si
Q(v/1—4g) a un nombre de classes valant 1 alors d = 1 — 4¢q = —7,—-11,—-19, —43,—67, —163.
Autrement dit, ¢ = 2,3,5,7,11,17,41.

e Montrons alors I'implication (i) = (ii3).

Soit d =1 —4q < 0. Alors d = 1 [4] Si ¢ = 2,3 alors d = —7, —11 et alors Q(v/d) a un nombre de
classes de 1, comme nous ’avons vu. Supposons maintenant que ¢ > 5. Il suffit alors de montrer que
chaque nombre premier p < % |d| est inerte dans Q(v/d), comme nous I'avons vu dans la partie
1.5.2.

Tout d’abord, prenons p = 2. Puisque nous pouvons écrire ¢ = 2t — 1 et que d = 1 — 4q =
1 —4(2t — 1) =5 [8], alors 2 est inerte dans Q(v/d) par le théoréme 9 de la partie 1.4.3.
Maintenant, prenons p # 2 et p < %\/E <+Vdet supposons que p n’est pas inerte. Alors, nous avons

que (%) # —1 et comme nous I'avons remarqué juste aprés le théoréme 8 de la sous-partie 1.4.3, il

existe b € Z, 0 < b < p— 1 tel que p divise N(b+ w), oll w = HT‘/E. Ceci donne que p divise la
quantité suivante :

Nb+w)=(b+w)(b+w)
=02+ b(w+ W) + ww
1—-d
_ 12
=P b+——
=" +b+q=f,(b)

Remarquons de ce pas que b # p — 1, sinon nous aurions, toujours grace a la remarque qui suit le
théoréeme 8, p divise 1 —d = 4q, d'ou p =q < \/m: /|1 —4q| et donc ¢* < 4g — 1 ie ¢ = 2,3 ce
qui est absurde.

Ensuite, par hypothése f,(b) est un nombre premier, du coup /4 —1 > p = f,(b) = f4(0) =g et
encore ¢ = 2,3, ce qui contredit ’hypothése. Ainsi, nous avons bien montré par ’absurde que tout
nombre premier inférieur a %\/m est inerte et donc le nombre de classe de ’anneau des entiers de

Q(V/d) est 1.

e La démonstration est dorénavant terminée puisque nous avons démontré les implications circulaires.
Mais par intérét, nous démontrerons aussi l'implication (iii) = (i3).
Supposons donc que d = 1 — 4¢ et que le nombre de classe h de Q(v/—d est h = 1. Alors soit
d=—-1,-2,—1,—7 soit d < —7 et donc d = —p avec p = 3 [4] et ¢ > 2, ce que nous avons vu dans
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la sous-partie 1.5.4. Toujours dans cette méme sous-partie, nous avons noté que 2 était inerte dans
Q(+/—p)), donc p = 3 [8].

Ensuite nous allons montrer que si [ est un nombre premier impair vérifiant [ < g, alors (%) = —1.
En effet, si (%) = 1, alors [ se décompose dans Q(,/—p). Mais nous avons h = 1, donc il existe un

entier algébrique a = —5—= tel que = =aA - a'A, ou A est I'anneau des entiers. Alors :
ier algébri WD tel que (1) = A = @A - /A, o A est I des entiers. Al
I = N(IA) = N(aA)N(a’A) = N(aA)? = N(a)?

Doncl = N(a) = @. Ainsi, p+1 = 4q > 4l = a®> +b?p, d’ott 1 > a®+ (b* —1)p et nécessairement
a®? =0 et b?> = 1. Ceci donne que 4] = p qui est absurde.
Supposons alors maintenant qu'’il existe un entier m, m € {0,---,q — 2} tel que fy(m) n’est pas

premier. Alors il existe un nombre premier [ tel que I2 < m2 +m +q et m?> + m + ¢ = al, avec
a > 1. Puisque f,(m) est impair (car ¢ premier et > 2), on a que | # 2 et

P<m?+m+q <= 4? <4m? + 4m + 4q
Or 4m? +4m +4qg=4m? +4m+1—d=4m? +4m + 1+ p = (2m + 1)? + p, nous obtenons :

AP <AmP +4m+4qg <= 4<(2m+ 1)  +p

Mais comme par hypothése m < ¢+ 2, on a :

m<qg—1 = m+1<gq
= 2m+2<2q
— 2m+1<2¢—1

Or, nous remarquons que % = *d;l = 71+§q71 = 72;4‘1 = —1 + 2q et ainsi obtenons que :
2 2
p—1 p+1
W< ([Y—=) +p=(—=
() == (5
N 1

Doul < 2 =g¢.
Comme nous ’avons montré précédemment, (é) = —1. Cependant, par des calculs similaires aux

précédents, nous avons :
dal = (2m+1)2 +4g—1=2m+1)>+p

D’ou, —p est un carré modulo [. Ainsi par la loi de la réciprocité quadratique, nous avons :

= (@)= @) = (-0

Ce qui est absurde. Donc il n’existe pas de nombre m, m € {0,---,q — 2} tel que f;(m) n’est pas
premier. O
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